
速度ノルム表⽰

圧⼒分布表⽰

全体横:800×200mm2

妨げ板:3.75×100mm2 
メッシュサイズ:1.25mm
時間刻み:1.0e-7 s

風30m/s

https://www.youtube.com/watch?v=MjjIMflT65w

例:薄板から発⽣する流体⾳
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空気などの流体運動から誘起される圧⼒変動の波が
⾳波として放射されることを流体⾳という。

有限体積法(FVM)では速度と圧⼒がメッシュ中⼼に配置され、チェッカーボード不
安定とよばれる圧⼒振動が発⽣。メッシュの中⼼にある圧⼒の更新が隣接するメッ
シュの圧⼒の値を使って計算されるため、右図のように⾼圧(⾚)と低圧(⻘)が互い
違いに並んだときに、ほぼ独⽴⾚と⻘で時間発展してしまうことが原因。

チェッカーボード不安定の計算例(FVM)
本来は存在しない圧⼒振動がは発⽣する。 チェッカーボードの模式図
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1 概要
近接作用論によると，力は場の局所的な相互作用で伝搬し，力の伝播速度には上限が存在し，運動は並列的である．並列計算機の性能を引き出すには，物理現象の局所性と並列性が計算時でのデータアクセスにおいても実現することが重要である [1]．場の基礎方程式を微分形式で与えれば，局所性と並列性を保つ自然な離散化ができ，大規模なシミュレーションができる [2]．

2 局所性と並列性
時刻 tと位置 xでの場を ωで表し，場の空間微分を ω′と書く．近接作用の基礎方程式は

∂ω(t, x)

∂t
= f(ω(t, x),ω′(t, x)) (1)

で与えられる．式 (1)を数値的に解こう．時間を刻み幅∆tで分割し，時間のインデックスを
mとする．空間をメッシュ分割し，分割要素を
Cellと呼び，IDをnとする．離散化した場の値を ω∗∗(m,n)で表す．Cell nの近傍にある Cellの IDを (n, i) とする．i ≥ 0 は近傍にあるCell同士を区別し，n = (n, 0)とする．ω′(t, x)の離散化はω∗∗(m, (n, i))で表せ，式 (1)の離散化は
ω∗∗(m+1,n)=ω∗∗(m,n)+f(ω∗∗(m,(n,i)))∆t (2)

となる．ω∗∗(m+1, n)は近傍のω∗∗(m, (n, i))のみから求まり，データアクセスは局所的となる．
ω∗∗(m+1, n)の ID nが異なれば，複数のスレッドで独立に計算ができ，データアクセスは並列的である．この方法を陽解法と呼ぶ．
DeepFlow株式会社では離散微分形式による超大規模並列物理場シミュレーターElkurageを開発している．流体計算時の密度 ρと速度場 uのメッシュ上での配位を図 1 に示す．Elkurageでは，スタッガード格子 (左)の拡張として双対メッシュ(右)を用いる．簡単のため，2次元で図示したが，実際は 3次元である．メッシュを構成する点，線，面，体を，それぞれ，0-Cell，

1-Cell，2-Cell，3-Cellと呼ぶ．実線で書いたものを Primal Cellと呼び，点線で書いたものを
Dual Cellと呼ぶ．

図 1. 流体計算での密度 ρと速度場 uの配置
3 離散微分形式
Elkurageでは物理量は全て微分形式で与えられる．例えば，流体計算で密度 ρは 0形式であり，速度場 uは 1形式である．微分形式 ω ∈ Vの Cell χ上の積分 (評価) 値を求める．

⟨χ,ω⟩ :=
∫

χ
ω ∈ R (3)

ω に対して積分値を返す線形汎関数
χ∗ := ⟨χ, ⟩ : ω %→ ⟨χ,ω⟩ (4)

は V の双対空間 V ∗の元になる．ωの評価写像
ω∗∗ := evalω : χ

∗ %→ ⟨χ,ω⟩ (5)

は二重双対空間 V ∗∗の元となる．微分形式ωは任意の点xで連続に値ω(x)を持つが，評価写像
ω∗∗は可算個のCell χのみに対応して値ω∗∗(χ∗)を持つ．この ω∗∗ を離散微分形式と呼ぶ．写像 φ : V →W と σ∗ ∈ W ∗ を与えたとき，
V 上の汎関数を

φ∗(σ∗) := σ∗ ◦ φ = ⟨σ,φ( )⟩ (6)

で定める．φ∗∗(ω∗∗) := ω∗∗◦ φ∗ とすれば，
(φ∗∗(ω∗∗))(σ∗)=⟨σ,φ(ω)⟩=(φ(ω))∗∗(σ∗) (7)

を得る．つまり，図式
V ∗∗ !!

φ
""

V ∗∗

φ∗∗

""

ω ✤ ∗∗ !!
❴

φ
""

ω∗∗❴

φ∗∗

""
W ∗∗ !! W ∗∗ φ(ω) ✤ ∗∗ !! (φ(ω))∗∗=φ∗∗(ω∗∗)

が可換になる．φが線形ならば，式 (3)の双線形性より，線形な転置写像 tφを用いて
⟨σ,φ(ω)⟩ = ⟨tφ(σ),ω⟩ (8)
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ρ u

差分法では、メッシュ中⼼に圧⼒のスカラー量を、メッシュ界⾯に
⾯に垂直な流速成分を配置すること（右図）で圧⼒振動を回避する。
双対メッシュ（左図）は、これを多⾯体に⼀般化したものになる。

圧⼒ P 勾配	grad	P
0	form ∋ P ↦ dP ∈ 1	form
速度場 𝒖 回転	rot	𝒖
1	form ∋ 𝒖 ↦ d𝒖 ∈ 2form
流束密度𝜷 = 𝜌 ∗ 𝒖	発散 div𝜷
2	form	 ∋ 𝜷 ↦ d𝒋 ∈ 3	form

𝜕𝜌
𝜕𝑡
	= −div(𝜌𝒖)	

𝜕(∗ 𝜌)
𝜕𝑡

	= −𝑑	(𝜌 ∗ 𝒖)	 𝜕𝜒 = Σ!𝜉!

ストークスの定理(勾配、回転、発散) ∫!d𝜔 = ∫"!𝜔=  Σ#(∫$!𝜔)

ω

n形式 0形式 1形式 2形式 3形式
𝜔: 微分形式 スカラー;密度 𝜌 極性ベクトル;速度 𝑢 軸性ベクトル;流束 𝜌 ∗ 𝑢 擬スカラー;∗ 𝜌
𝜒: 向き付き多様体 点 線分 面領域 体積領域

ベクトル解析

微分形式

𝜒∗=∫! _ : 汎関数, 𝜔 → ∫! 𝜔,

𝜔∗∗ : 離散微分形式,∫! _ → ∫! 𝜔
𝜔(𝑥) : 位置𝑥での物理量 ⬇
𝜔∗∗ 𝜒∗ ≔ ∫! 𝜔: 領域𝜒で𝜔の積分値

1. ⼤規模データ 100億メッシュに対応

2. ⾼速並列計算 スパコンで千倍速度UP

3. ⾼精度マルチ物理現象
流体、 ⾳、 重⼒、熱、構造、
電磁場の相互作⽤計算
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⼤規模・⾼速・⾼精度マルチ物理シミュレーショタ Elkurage

JH240066
⾮構造メッシュを⽤いた離散微分形式による流体⾳の⼤規模解析
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流体⾳とは？ チェッカーボード不安定

スタッガード格⼦と双対メッシュ 微分形式と質量保存則

離散微分形式とストークスの定理

離散微分  有限体積法

⾳の解析精度の⽐較

https://www.youtube.com/watch?v=MjjIMflT65w

