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リザーバーコンピューティングを⽤いた

流体モデリングの⾼度化

⿑⽊吉隆 (⼀橋⼤学 ⼤学院経営管理研究科)

概要

流体の基礎⽅程式である Navier-Stokes ⽅程式からマクロ変数に関する時間発展⽅程式を解析

的に導出することは困難なことが知られている。研究代表者らは、リザーバーコンピューティング

と呼ばれる時系列データの機械学習⼿法を⽤いて、流体マクロ変数の時系列データの学習に基づ

いてミクロ変数に⽴ち戻ることなく数理モデルを構築し、時間発展を予測することに成功してい

る (Nakai and Saiki, Physical Review E, 2018)。本研究では、リザーバーコンピューティングに

定数項を追加した形式を採⽤し、スペクトル半径を⼤きく設定して学習を⾏う。出⼒項は通常 1次

近似を⽤いることが通例であったが、ここでは 2次近似を⽤いて性能向上を図った。これらをもと

にして同程度の次元で精度の⾼い流体の機械学習時間発展モデリングを⾏った。

1 共同研究に関する情報

1.1 共同研究を実施した拠点名

• 東京⼤学 情報基盤センター

1.2 課題分野

• ⼤規模計算科学課題分野

1.3 参加研究者の役割分担

本共同研究は 4 ⼈体制で⾏われている。

• 研究代表者 ⿑⽊吉隆: 背後にある数学的構

造の解明、リザーバーコンピューティング

による数理モデル構築

• 副代表者 中井拳吾 (岡⼭⼤学学術研究院

環境⽣命⾃然科学学域): トレーニングデー

タの作成、リザーバーコンピューティング

による数理モデル構築

• その他の共同研究者 ⼩林幹 (⽴正⼤学 経

済学部): 背後にある数学的構造の解明

• その他の共同研究者 武藤誠 (⽇本⼤学 経

済学部 経済学科): トレーニングデータの

作成

研究の各側⾯でスーパーコンピュータが活⽤さ

れている。

2 研究の⽬的と意義

機械学習の利⽤は分類、画像認識等の静的な

ものに留まらず、決定論的なダイナミクスに

関する時間発展モデリングなど動的な対象へ

も広がりつつある。流体の基礎⽅程式である

Navier-Stokes ⽅程式からマクロ変数に関する

時間発展⽅程式を解析的に導出することは困

難なことが知られている。研究代表者らは、リ

ザーバーコンピューティングと呼ばれる時系

列データの機械学習⼿法を⽤いて、流体マクロ

変数の時系列データの学習に基づいてミクロ変

数に⽴ち戻ることなく数理モデルを構築し、時
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間発展を予測することに成功した。また、流体

運動が⽰すカオス性 (指数的不安定性) によっ

て、⻑時間の時間発展予測は必然的に破綻す

るものの、得られた数理モデルは統計性質を

再現することも確認した。また、研究代表者ら

の JHPCN課題「機械学習に基づく流体変数の

未来予測と数学的背景 (jh190070)」によって、

学習可能な時系列データの数が流体運動の不

安定次元より少ない数にとどまる場合にも、時

間遅れ座標を導⼊することで効率良く数理モ

デルが構築できることを確認した。実⽤上は観

測可能な時系列の数は少数に限定されること

が通例であるが、そのような場合にも本⼿法を

適⽤することができることを意味する。また、

2020-2023年度の JHPCN課題を通して、⼒学

系の性質の⼀つである不動点や周期軌道や正の

リアプノフ指数などの再現が機械学習により学

習可能であることなど、機械学習モデリングの

数理的な構造を明らかにした。

これらの研究をもとに流体に対する⾼速でか

つ⾼性能な機械学習時間発展モデルの構成を

⾏った。これにより機械学習による流体モデリ

ングの対象を広げることに貢献できる。

3 当拠点公募型研究として実施した
意義

リザーバーコンピューティングに基づく物理

ダイナミクスの予測に関しては、アメリカのメ

リーランド⼤学のグループがこれまでリードし

てきたが、リザーバーコンピューティングを⽤

いた流体乱流の数理モデリングならびにそれを

⽤いた予測に、我々、研究代表者と副代表者の

グループがはじめて成功した。拠点公募型共同

研究として数学・経済学・⼤規模計算の学際的

なチームを編成して多くのスーパーコンピュー

タ資源を⽤いた研究を推進することによって、

リザーバーコンピューティングモデルの⼒学系

解析においても我が国が世界をリードすること

が期待される。

本研究課題では流体の時系列データの機械

学習によるモデリングを⾏った。⾼次元⼒学系

である流体の時系列データを精度良く学習す

るためには、⼤量の時系列データを取得し⼤規

模な計算資源を使うことが必要不可⽋である。

JHPCN の枠組みを最⼤限に活⽤することに

よって研究⽬標の達成が実現できた。

4 前年度までに得られた研究成果の
概要

該当なし

5 今年度の研究成果の詳細

本計算資源を利⽤し、まずは Navier-Stokes

⽅程式の直接数値計算によってエネルギー変

数の時系列データを⽣成した。そのエネルギー

変数を学習データとしてリザーバーコンピュー

ティングを⽤いて時間発展モデルを構成した。

まずはじめに本研究の要である時系列データ

の学習⼿法であるリザーバーコンピューティン

グと学習に⽤いる流体データについて⾔及した

後、時系列予測した結果について述べる。

リザーバーコンピューティング. ⼒学系

φn+1 = f(φn)

に関して、変数 u = h1(φn) ∈ R
M の時系列

データを学習することを考える。まずは、こ

の変数 u に対して、リザーバー状態ベクトル

r ∈ R
N (N ≫ M) は次の式で⽀配されている

とする:

r(t+ 1) = tanh(Ar(t) +Winu(t) + ξ). (1)

⾏列A, Win はN×N , N×M ⾏列である。リ

ザーバー状態ベクトルの初期値はその各成分を

(0, 1] の⼀様乱数から定めた r(−τ) とする。た
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だし、τ (≫ 1) はトランジェント時間のステッ

プ数に相当する。また、ξ = (ξ, . . . , ξ)T ∈ R
N

はバイアス項である。以下ではリザーバー状態

ベクトル r が属する空間 R
N をリザーバー空

間と呼ぶ。

⾏列 Win の各列はただ⼀つのみに [−σ, σ]

の⼀様乱数から値を与え、それ以外は 0 とす

る。⾏列 A は D × N 個の⾮零成分を持つ疎

⾏列とする。D×N 個の⾮零成分は [−1, 1] の

⼀様乱数から値を与える。さらに、 ⾏列 A は

スペクトル半径が ρ になるように⾏列のすべ

ての要素を調整する。

0 < t ≤ L (学習時間と呼ぶ) での時系列

データ {Woutr(t) + r(t)TW∗

Qoutr(t)} が既知

の時系列データ {u(t)} の近似になるように

Wout, W
∗

Qout を決定する [2]。ここでは次の

⼆次形式が最⼩値をとるようにWout, WQout

を決定する:

L
∑

l=1

∥Woutr(l) + r(l)TW∗

Qoutr(l)− u(l)∥22

+β(∥Wout ◦Wout∥1 + ∥WQout ◦WQout∥1).
(2)

ただし ◦ はアダマール積を意味する。また、ベ

クトル aに対して ∥a∥p は、aの各要素の p乗

し、それらをすべて⾜して p乗根とった値であ

る。β(≥ 0)を含む項はWout, WQout の過剰

適合を避けるために導⼊している。

また、予測時間 t > L での時系列データ u

は利⽤できないため、以下のように時間発展さ

せる。
{

r(t+ 1) = tanh(Ar(t) +Winu(t) + ξ),

u(t) = W
∗

outr(t) + r(t)TW∗

Qoutr(t).

これを機械学習モデルと呼ぶ。

学習の際には、学習に⽤いる変数 X(t) を

X̃(t) = [X(t) − X1]/X2 のように標準化して

⽤いる。ただし、X1 は平均値、X2 は標準偏

差を表す。予測時間の時系列データ X(t) を

X̃(t) から再現するときは、学習時間の標準化

に⽤いた X1 と X2 を⽤いる。この標準化によ

り σ の調整を避けることができる。

このリザーバーコンピューティングの計算に

計算資源の多くを利⽤している。特に (2)の最

⼩化解を求めるところがメインの計算であり、

最⼩化解を求める際に必要となる⾏列-⾏列積

は適切なサイズになるようにプログラミングし

効率よく計算している。

学習時系列流体データの⽣成. 周期境界条

件の下で 3 次元⾮圧縮 Navier–Stokes ⽅程式

の直接数値計算によって得られた時系列データ

をリザーバーコンピューティングの学習データ

として⽤いる:

{

∂tv − ν∆v + (v · ∇)v +∇π = f, ∇ · v = 0,

v
∣

∣

t=0
= v0 with ∇ · v0 = 0,

た だ し 、T = [0, 2π), ν > 0 は

動粘性係数、π(x, t) は圧⼒、v(x, t) =

(v1(x, t), v2(x, t), v3(x, t)) は速度とする。空

間離散化のためにフーリエスペクトル法 [1]

を⽤いる。時間積分は 4次のルンゲクッタ法を

⽤いる。また、低周波成分のエネルギーが⼀定

になるように外⼒ f(t)を加える。

本報告書では ν = 0.058 のもとで計算した

流体に対して、流体のマクロ変数としてエネル

ギー関数に関する時間発展モデリングを⾏う。

波数 k ∈ N におけるエネルギー関数 E0(k, t)

を次で定義する:

E0(k, t) :=
1

2

∫

Dk

3
∑

ζ=1

∣

∣F[vζ ](κ, t)
∣

∣

2
dκ,

ただし、Dk := {κ ∈ Z
3|k−0.5 ≤ |κ| < k+0.5}

とする。F[vζ ](κ, t) は v のフーリエ変換を表

す。これ以降、k = 3のエネルギー関数 E0(k, t)

を扱う。低周波成分や⾼周波成分は機械学習に
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よるモデリングが困難になるため、時間⽅向の

フィルターをかけて取り除く。これ以降、この

フィルターをかけて得たものをエネルギー関数

E(t)と呼ぶことする。エネルギー関数 E(t)の

時系列データのみから、E(t) の時間発展モデ

ルを構成する。

⼊出⼒変数. リザーバーコンピューティン

グによる時間発展モデリングをする際に、学習

する時系列データの背後にある⼒学系の次元

に⽐べて観測可能な変数の数が少ない場合は

時間遅れ座標系が有効であることがわかってい

る [3]。そこで、エネルギー関数 E(t)の時間発

展モデルを構成するために、⼊出⼒変数 を E

を⽤いてM 次元の ∆τ 時間遅れ座標系 u(t) =

(E(t), E(t−∆τ), · · · , E(t− (M −1)∆τ))Tを

導⼊する。

モデルの構成. この時間遅れ座標系を⼊⼒

とし、リザーバーコンピューティングのパラ

メータを表 1となるように設定し、学習を⾏っ

た。これ以降、あるひとつの⾏列の組A, Win,

W
∗

out, W
∗

Qout からなる機械学習モデルを考え

る。

 

パラメタ 値

M ⼊出⼒の次元 23

N リザーバー状態ベクトルの次元 80

L 学習データ量 1× 105

ρ Aのスペクトル半径 1.5

σ Win の⽣成に⽤いる⼊⼒強度 0.4

ξ リザーバーモデルのバイアス項 0.1

α モデル (1)の⾮線形性 0.7

β 正則化パラメタ 5 ∗ 10−5

表 1 リザーバーモデルの構成に⽤いたパラ

メタとその値.

結果. 構成した機械学習モデルを⽤いてエネ

ルギー関数 E(t) の時系列予測を⾏った。図 1

は様々な時刻から予測開始した様⼦を⽰したも

のである。開始する時刻によって、差はあるも

ののどの予測も時刻 50 程度までは変数予測が

うまく⾏っていることがわかる。

次に、⻑時間発展のエネルギー関数 E(t) の

振る舞いを確認するため、機械学習モデルを⻑

時間発展させて得た時系列データを図 2に⽰し

た。流体では時間間⽋的にエネルギーが⼤きい

値を取るところが⾒られるが、機械学習モデル

でもその様⼦が再現されていることがわかる。

さらに、値が 10 を超えるようなまれにしか起

きない振る舞いも再現していることがわかる。

また、エネルギー関数 E(t) とその時間遅れ

変数 E(t−∆τ)の振る舞いを確認するため、横

軸を E(t) 縦軸を E(t − ∆τ) として 2 次元プ

ロットを図 3 に⽰した。機械学習モデルは 2

次元プロットの概形をおよそ再現していること

がわかった。これは、時間遅れ関係をデータか

ら学習できているということを表している。
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6 進捗状況の⾃⼰評価と今後の展望

本制度の計算資源を利⽤することにより当初

の予定通り流体の時間発展モデリングを⾏っ

た。本研究結果はまとめて論⽂として出版する

予定である。
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図 1 時系列予測 機械学習モデルを

⽤ い て エ ネ ル ギ ー 関 数 E(t) を 時 刻

1000,2000,3000,4000 から予測した様⼦を⾚

線で描いた。⽐較のため Navier-Stokes ⽅

程式の時間発展により得た E(t) を⻘線で描

いた。
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図 2 ⻑時間発展のエネルギー関数 E(t) 機

械学習モデルを時刻 105 まで時間発展させて

得た時系列データを⾚線で描いた。⽐較のた

め Navier-Stokes ⽅程式の時間発展により得

た E(t) を⻘線で描いた。Navier-Stokes ⽅

程式のエネルギー関数は時間間⽋的に⼤きな

値を取るが、機械学習モデルも同様に時間間

⽋的に⼤きい値を取っている様⼦が⾒て取れ

る。さらに、値が 10を超えるようなまれにし

か起きない振る舞いも再現していることがわ

かる。
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図 3 時間遅れ座標系上での時系列データの

振る舞い横軸をE(t)、縦軸を E(t−∆τ)とし

て 2次元平⾯上に、機械学習モデル (⾚⾊)と

Navier-Stokes ⽅程式 (⻘⾊)から得た 20000

時間分のデータをそれぞれプロットした。振

幅が⼩さいときの時間遅れ平⾯上の軌道の概

形はおよそ再現している。⼀⽅で、振幅が⼤

きいところについては頻度が少ないため、若

⼲の相違がある。


