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リザーバーコンピューティングモデルの数理構造解析

齊木 吉隆 （一橋大学 大学院経営管理研究科）

概要

機械学習の利用は分類、画像認識等の静的なものに留まらず、決定論的なダイナミクスに関する

時間発展モデリングなど動的な対象へも広がりつつある。研究代表者らは、リザーバーコンピュー

ティングと呼ばれる時系列データの機械学習手法を用いて流体乱流の時系列予測を可能とする時間

発展モデリングに 2018 年に世界ではじめて成功させている (Nakai and Saiki, Physical Review

E, 2018)。一方、高次元のニューラルネットワークに基づく機械学習モデルがどのように時系列

データのもつ背景ダイナミクスを再現しているかについては十分に明らかになっているとは言い難

い。本研究では実質的に有効な次元をもつ部分空間に制限したうえで力学系解析を行い、その部分

空間に訓練データの力学系構造が再現されることを明らかにする。

1 共同研究に関する情報

1.1 共同研究を実施した拠点名

• 東京大学 情報基盤センター

1.2 課題分野

• 大規模計算科学課題分野

1.3 参加研究者の役割分担

本共同研究は 4 人体制でおこなわれている。

• 研究代表者 齊木吉隆: 背後にある数学的構

造の解明、リザーバーコンピューティング

による数理モデル構築

• 副代表者 中井拳吾 (岡山大学学術研究院

環境生命自然科学学域): トレーニングデー

タの作成、リザーバーコンピューティング

による数理モデル構築

• その他の共同研究者 小林幹 (立正大学 経

済学部): 背後にある数学的構造の解明

• その他の共同研究者 武藤誠 (日本大学 経

済学部 経済学科): トレーニングデータの

作成

研究の各側面でスーパーコンピュータが活用さ

れている。

2 研究の目的と意義

機械学習の利用は分類、画像認識等の静的な

ものに留まらず、決定論的なダイナミクスに関

する時間発展モデリングなど動的な対象へも

広がりつつある。研究代表者らは、リザーバー

コンピューティングと呼ばれる時系列データの

機械学習手法を用いて流体乱流の時系列予測を

可能とする時間発展モデリングに 2018 年に世

界ではじめて成功した。その後、訓練データが

もつ力学系的な情報を機械学習モデルが保持す

るかといった観点の研究も行ってきた。リザー

バーコンピューティングによる学習方法は多く

の機械学習とは異なり、訓練データに存在しな

い特性、たとえば力学系基本的な構造である不



動点などが機械学習モデルに見いだせることを

申請者らは明らかにしてきた。また、機械学習

モデルの力学系理論に基づく解析を実施して、

各種不変集合や不変多様体の再現性を調べ、不

動点やその固有値、周期軌道などの再現性を

確認した。しかし、高次元のニューラルネット

ワークに基づく機械学習モデルがどのように時

系列データのもつ背景ダイナミクスを再現して

いるかについては十分に明らかになっていると

は言い難い。研究代表者等は高次元のニューラ

ルネットワークを用いるリザーバーコンピュー

ティングを調べ、高次元のリザーバー空間にお

いて実質的に有効な次元はごく一部に限られて

いることがわかってきた。そこで、本研究では

実質的に有効な次元をもつ部分空間に制限した

うえで力学系解析を行い、その部分空間に訓練

データの力学系構造が再現されることを明らか

にする。そのために、予測誤差の拡大率 (不安

定性)や縮小率 (安定性)を表す指標であるリア

プノフスペクトルに着目した解析を実施する。

リザーバーコンピューティングを用いた数理モ

デル構築にスーパーコンピュータを利用した。

力学系理論の分野で長年研究をしてきた研究

代表者らが、時間発展モデルの力学系性質に注

目して学習可能性を明らかにした。本研究は、

力学系理論、数理モデリング、機械学習、大規

模計算にまたがる真の学際的・融合的研究であ

ると言える。

3 当拠点公募型研究として実施した
意義

リザーバーコンピューティングに基づく物理

ダイナミクスの予測に関しては、アメリカのメ

リーランド大学のグループがこれまでリードし

てきたが、リザーバーコンピューティングを用

いた流体乱流の数理モデリングならびにそれを

用いた予測に、我々、研究代表者と副代表者の

グループがはじめて成功した。拠点公募型共同

研究として数学・経済学・大規模計算の学際的

なチームを編成して多くのスーパーコンピュー

タ資源を用いた研究を推進することによって、

リザーバーコンピューティングモデルの力学系

解析においても我が国が世界をリードすること

が期待される。

本研究課題では時系列データの機械学習によ

るモデリングを行った。時系列データの力学系

構造を精度良く学習するためには、大量の時系

列データを取得し大規模な計算資源を使うこと

が必要不可欠である。

このためには、JHPCNの枠組みを最大限に

活用することによって研究目標の達成が実現で

きた。

4 前年度までに得られた研究成果の
概要

該当なし

5 今年度の研究成果の詳細

本計算資源を利用した研究では、著名なカオ

ス写像であるエノン写像の時系列データをリ

ザーバーコンピューティングを用いて学習す

る。構成したリザーバーモデルに対して、計画

されていた次の 2 つの項目に関する研究を行

い、論文としてまとめている。

• 研究項目 1: リアプノフスペクトルの再現

可能性の検証

• 研究項目 2: 様々な設定下でのリアプノフ

スペクトルの再現可能性や共通構造の解明

まずはじめに本研究の要である時系列データの

学習手法であるリザーバーコンピューティング

について言及した後、研究項目 1、2 の結果に

ついて述べる。



リザーバーコンピューティング. 力学系

ϕn+1 = f(ϕn)

に関して、変数 u = h1(ϕn) ∈ RM の時系列

データを学習することを考える。まずは、こ

の変数 u に対して、リザーバー状態ベクトル

r ∈ RN (N ≫ M) は次の式で支配されている

とする:

r(t+ 1) = tanh(Ar(t) +Winu(t) + ξ). (1)

行列A, Win はN×N , N×M 行列である。リ

ザーバー状態ベクトルの初期値はその各成分を

(0, 1] の一様乱数から定めた r(−τ) とする。た

だし、τ (≫ 1) はトランジェント時間のステッ

プ数に相当する。また、ξ = (ξ, . . . , ξ)T ∈ RN

はバイアス項である。以下ではリザーバー状態

ベクトル r が属する空間 RN をリザーバー空

間と呼ぶ。

行列 Win の各列はただ一つのみに [−σ, σ]

の一様乱数から値を与え、それ以外は 0 とす

る。行列 A は D × N 個の非零成分を持つ疎

行列とする。D×N 個の非零成分は [−1, 1] の

一様乱数から値を与える。さらに、 行列 A に

ついてはスペクトル半径が ρ になるように行

列のすべての要素を調整する。

0 < t ≤ L (学習時間と呼ぶ)での時系列デー

タ {Woutr(t)} が既知の時系列データ {u(t)}
の近似になるように Wout を決定する。ここ

では次の二次形式が最小値をとるようにWout

を決定する:

L∑
l=1

∥Woutr(l)− u(l)∥2 + β[Tr(WoutW
T
out)].

(2)

ただし q に対して ∥q∥2 = qTqとし、β(≥ 0)

を含む項は Wout の過剰適合を避けるために

導入している。この二次形式 (2)を最小化する

解W∗
out は次のように書くことができること

が知られている:

W∗
out = δUδRT (δRδRT + βI)−1, (3)

I は N ×N の単位行列、δR, δU はそれぞれ

l 行が r(l), u(l) となるような行列とする。

また、予測時間 t > T での時系列データ u

は利用できないため、以下のように時間発展さ

せる。{
r(t+ 1) = tanh(Ar(t) +Winû(t) + ξ),

û(t) = W∗
outr(t).

これを機械学習モデルと呼ぶ。また、この機械

学習モデルは rに関する下記の自励力学系

r(t+ 1) = tanh(Ar(t) +WinW
∗
outr(t) + ξ),

(4)

で記述され、以下では (4)をリザーバーモデル

と呼び、このリアプノフ解析を実施する。

学習の際には、学習に用いる変数 X(t) を

X̃(t) = [X(t) − X1]/X2 のように標準化して

用いる。ただし、X1 は平均値、X2 は標準偏

差を表す。予測時間の時系列データ X(t) を

X̃(t) から再現するときは、学習時間の標準化

に用いた X1 と X2 を用いる。この標準化によ

り σ の調整を避けることができる。

このリザーバーコンピューティングの計算

に計算資源の多くを利用している。特に (3)が

メインの計算であり、計算上は逆行列は避けつ

つ、この行列-行列積が適切なサイズになるよ

うにプログラミングし効率よく計算している。

5.1 準備

R2 上エノン写像{
xn+1 = 1− 1.4x2

n + yn

yn+1 = 0.3xn

を考察する。u(n) := (xn, xn−1)
T として、エ

ノン写像の時系列データ {u(l)}Ll=1 を学習デー



タとしてリザーバーモデルを構成する。学習

の際は以下のようにハイパーパラメタを設定

する。

パラメタ 値

M 入出力の次元 2

N リザーバー状態ベクトルの次元 70

L 学習データ量 2× 106

ρ Aのスペクトル半径 0.001∼1.0

σ Win の生成に用いる入力強度 1

ξ リザーバーモデルのバイアス項 0.1

β 正則化パラメタ 10−6

表 1 リザーバーモデルの構成に用いたパラ

メタとその値.

リアプノフ指数は不安定性の度合いを評価す

る指標であるリアプノフ指数 ([1, 2])を解析す

る。エノン写像、リザーバーモデル、それぞれ

のリアプノフ指数、リザーバーモデルの慣性多

様体 ([4, 5])の接空間に制限したリアプノフ指

数を以下の記号であらわすことにする。

• Λ1,Λ2 (Λ1 ≥ Λ2): エノン写像のリアプノ

フ指数 ((Λ1,Λ2) ≈ (0.419,−1.623))

• λi (i = 1 . . . N) (λi ≥ λj (i > j)): リザー

バーモデルのリアプノフ指数

• λ̃1, λ̃2 (λ̃1 ≥ λ̃2) リザーバーモデルの慣性

多様体の接空間に制限したリアプノフ指数

5.2 研究項目 1: リアプノフスペクトルの再現

可能性の検証

5.2.1 様々な行列Aに対するリアプノフ指数

本研究ではリアプノフ解析のためにエノン

写像のダイナミクスに対してリザーバーコン

ピューティングを用いて機械学習モデルを構

成する。まず、行列 A のスペクトル半径を

ρ = 0.01 として得たランダム行列 A と行列

Win に対して、エノン写像の時系列データ

{u(l)}Ll=1 を学習してリザーバーモデルを構

成する。短時間予測結果については、図 1に図

示する。機械学習モデルが生み出す時系列は、

エノン写像のそれをよく近似している。

また、機械学習モデルを時間発展させた様子

の比較 (図 2) やその長時間発展させて得られ

た x 変数に関する密度分布の比較 (図 3) を図

示する。いずれもモデルはエノン写像のそれら

を精度良く捉えており、機械学習モデルがエノ

ン写像のアトラクタを再現していることがわ

かる。
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図 1 エノン写像の時系列データを学習して

得られた機械学習モデルを用いた時系列予測.

機械学習モデルから予測した u1 変数の時系

列 (赤線) と、エノン写像の時系列 (青線) と

を比較した. モデルの軌道はある期間までは

似た挙動を示していることがわかる. 一定時

間経過後に乖離が見られるのはダイナミクス

のカオス性からの当然の帰結である．

次に行列 A のスペクトル半径を ρ =

0.001, 0.01, 0.05, 0.08と変えて、行列AとWin

をランダムに生成し、それぞれの場合にエノン

写像の時系列データ {u(l)}Ll=1 を学習する。

各々のスペクトル半径で異なる 6 つのリザー

バーモデルを構成し、そのリアプノフ指数を計

算する。図 4においては各モデルに対してその

上位 2 つのリアプノフ指数 λ1, λ2 を示してい
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図 2 機械学習モデルによる長時間発展の様

子. エノン写像の機械学習モデルにより得

られた長時間軌道を上段に, エノン写像を直

接数値計算して得られた軌道を下段に書き出

した.

る。いずれの場合も最大リアプノフ指数 λ1 は

エノン写像のリアプノフ指数 Λ1 ≈ 0.419を再

現している。スペクトル半径が小さい場合のリ

ザーバーモデルの 2 番目のリアプノフ指数 λ2

はエノン写像のリアプノフ指数 Λ2 ≈ −1.623

を再現しているが、スペクトル半径が大きい

場合は λ2 > Λ2 となっている。類似の結果は

[4] において、他の力学系に対して報告されて

いる。
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図 3 機械学習モデルによる長時間発展で得

られた変数 x に関する密度分布. エノン写像

の機械学習モデルにより得られた x変数の出

現頻度分布を (赤色)とエノン写像を直接数値

計算して得られた x 変数の出現頻度分布 (青

色)を書き出した．

5.2.2 行列 Aのスペクトル半径を変えたある

モデル族のリアプノフ指数

スペクトル半径 ρ とリアプノフ指数の関係

をより明確にするために、スペクトル半径が

1 の行列 A′ を一つ定め行列 A = ρ ∗ A′ と

してスケーリングのみを行う。ただし、行列

Win については一つ定めスケーリングは行わ

ず固定する。それぞれエノン写像の時系列デー

タ {u(l)}Ll=1 を学習しリザーバーモデルを構成

し、リアプノフ指数を計算した (図 5)。エノン

写像のリアプノフ指数 Λ1,Λ2 に対応するリア

プノフ指数が、いずれの場合も再現されてい

る。一方で、それ以外のリアプノフ指数につい

ては、スペクトル半径を大きくすると徐々に大

きくなる。

5.3 研究項目 2: 様々な設定下でのリアプノ

フスペクトルの再現可能性や共通構造の

解明

研究項目 1 ではリザーバー空間でのリアプ

ノフ指数 {λi}を計算した。研究項目 2 ではリ
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図 4 行列Aのスペクトル半径を決め、Win

をランダムに生成した場合に構成したリザー

バーモデルのリアプノフ指数 λ1(×), λ2(+).

スペクトル半径が小さい (ρ ≤ 0.01)ときはモ

デルのリアプノフ指数 λ1, λ2 の値は，エノン

写像のリアプノフ指数 Λ1(紫), Λ2(緑)の周辺

に分布し，スペクトル半径が大きいところで

は Λ2 の値から乖離している．

ザーバーモデルのリアプノフ指数の中でエノン

写像のリアプノフ指数に対応するものが幾何学

的にどのように実現されているかを考察する。

そのために、リザーバーモデルの慣性多様体の

接空間に制限したリアプノフ指数 (λ̃1, λ̃2) を

図 4 で構成した各々のリザーバーモデルに対

して計算した (図 6)。リザーバーモデルの慣性

多様体の接空間に制限したリアプノフ指数は以

下の手順で計算する。

• 十分小さい ϵ > 0を設定し、ϵ′ を 0 < ϵ′ <

ϵとする。あるリザーバーベクトル r(t)に

対して次のことを考える。

• 次の 3 つの条件を満たすように 2 点

r(t′), r(t′′) (t ≪ t′ ≪ t′′) を求める:

· ϵ′ < ∥r(t)− r(t′)∥ < ϵ

· ϵ′ < ∥r(t)− r(t′′)∥ < ϵ

· ⟨r(t)− r(t′), r(t)− r(t′′)⟩ ≈ 0

ただし、⟨·, ·⟩は内積を意味する。
• ⟨r(t+n)−r(t′+n), r(t+n)−r(t′′+n)⟩ ≈ 1

となる n > 0を求める。
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図 5 行列 A のスペクトル半径を変えたモ

デルに対するリザーバー空間でのリアプノフ

指数 λ1, λ2, λ3, λ4, λ5. エノン写像のリアプ

ノフ指数 Λ1,Λ2 が，A のスペクトル半径の

選び方によらずロバストにモデルのリアプノ

フ指数に現れている. 図に示した状況にお

いて常に Λ1 = λ1 であるが, ρ < 0.03 のと

きに Λ2 = λ2, 0.03 < ρ < 0.15 のときに

Λ2 = λ3, 0.15 < ρのときに Λ2 = λ4 となっ

ている.

• 適当な k > 0に対して、1
k log((∥v(t+ n+

k)∥/∥v(t + n)∥)) =: λ̃1(t + n) と定める。

ただし、v(t) := r(t)− r(t′)とし、このベ

クトルは最大リアプノフベクトルに対応

する。

• v′(t) = v(t)/∥v(t)∥,r(t) に対して、次の
2 つの条件を満たすように点 r(t′′′) を求

める。

· ϵ′ < ∥r(t)− r(t′′′)∥ < ϵ

· ⟨r(t)− r(t′′′), v′(t)⟩ ≈ 0

• 適当な m > 0 に対して、 1
m log(∥u(t +

m)− (u(t+m) · v′(t))u(t+m)∥/∥u(t)−
(u(t) · v′(t))u(t)∥) =: λ̃2(t)と定める。た

だし、u(t) := r(t) − r(t′′′) とし、このベ

クトルは第二リアプノフベクトルに対応す

る、グラムシュミットベクトルである。

• λ̃1 := lim
t→∞

1

t

∑
t

λ̃1(t),

λ̃2 := lim
t→∞

1

t

∑
t

λ̃2(t)
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図 6 行列 A のスペクトル半径を変えたモ

デル毎にその慣性多様体の接空間に制限した

リアプノフ指数 λ̃1(×)，λ̃2(+) を計算した．

スペクトル半径によらず Λ1 ≈ λ̃1 に加えて，

Λ2 ≈ λ̃2 となっていることがわかる．図 4

と比較するとスペクトル半径 ρ が大きいとき

に，違いがあらわれ，λ2 > λ̃2 ≈ Λ2 である

ことがわかる．

いずれの場合も最大リアプノフ指数 λ̃1 はエ

ノン写像のリアプノフ指数 Λ1 を再現してい

る。図 4 では、スペクトル半径が大きい場合

は λ2 < Λ2 となっていたが、慣性多様体の接

空間に制限して得た 2番目のリアプノフ指数は

λ̃2 ≈ Λ2 となっている．

5.4 まとめ

• 行列 A のスペクトル半径が十分小さい場

合には、リザーバーモデルの上位二つのリ

アプノフ指数 λ1, λ2 がエノン写像のリア

プノフ指数 Λ1,Λ2 としてあらわれる。

• スペクトル半径が十分小さくない場合に
は、リザーバーモデルの 2つ目、3つ目な

どのリアプノフ指数 λ2, λ3 がエノン写像

のリアプノフ指数 Λ2 よりも大きな値を取

ることがあるが、そのときにはモデルの下

位のリアプノフ指数に Λ2 を再現するもの

が存在する。

• 実際、モデルの慣性多様体の接空間に制限
した 2 つのリアプノフ指数 λ̃1, λ̃2 を計算

すると、Λ1,Λ2 に対応するものが浮き出て

くる。

• 行列 A のスペクトル半径が十分に小さい

場合のみならず、比較的大きい場合におい

ても多くの場合に、高次元のリザーバー状

態空間の中にエノン写像のアトラクタ（ハ

ウスドルフ次元 2 未満）が再構成されて、

残りの N − 2 次元は慣性多様体に横断的

な安定性が実現されていることが示唆され

る。例外はエノン写像の第 2リアプノフ指

数 Λ2 を描写するリザーバーモデルのリア

プノフ指数が λi から λj (i ̸= j)にスイッ

チする状況であると考えられる。そのと

き、λ1 に加えて λi、λj に対応するリアプ

ノフベクトルがいずれもリザーバーモデル

の慣性多様体の接空間とのなす角がほぼゼ

ロとなる。

• リザーバーコンピューティングでは、異な
るリザーバー状態ベクトル r1 と r2 に対

して式 (1)によりそれぞれ時間発展をさせ

た場合に、その差が 0に収束することをエ

コーステイ卜性と呼ばれる性質がある。ハ

イパーパラメタの一つであるスペクトル半

径が十分小さい時にはエコーステイト性が

成り立つことが知られている。
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6 今年度の進捗状況と今後の展望

本制度の計算資源を利用することにより当初

の予定通り研究項目 1,2を研究し、重要な知見

を得た。これらの知見を活かして、次年度の流

体予測モデリングの研究を進める。


