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不安定次元が揺らぐ流体ダイナミクスに関する

機械学習モデルの構築

齊木 吉隆 （一橋大学 大学院経営管理研究科）

概要

近年、機械学習の一種で、リカーレントニューラルネットワークをもったリザーバーコンピュー

ティングが決定論的構造を背後にもつ時系列予測などに有効であることが報告されている。我々は

この機械学習手法を用いて比較的平穏な流体のエネルギー変数のモデルを構成し、機械学習モデル

による時間発展予測などを成功させている (Nakai and Saiki, Physical Review E, 2018)。時間発

展モデリングにおける機械学習の適切な活用のために、どのようなクラスの決定論的ダイナミクス

が機械学習を用いてどのような観点、どのような精度でモデル化しうるかといったことを明らかに

することが期待されている。本研究では、流体乱流など間欠性を示す複雑ダイナミクスにおいて普

遍的にあらわれる構造であると考えられているヘテロカオス性の再現性を明らかにした。

1 共同研究に関する情報

1.1 共同研究を実施した拠点名

• 東京大学 情報基盤センター

1.2 課題分野

• 大規模計算科学課題分野

1.3 共同研究分野 (HPCI資源利用課題のみ)

• 超大規模数値計算系応用分野

1.4 参加研究者の役割分担

本共同研究は 4 人体制でおこなわれている。

• 研究代表者 齊木吉隆: 背後にある数学的構

造の解明、リザーバーコンピューティング

による数理モデル構築

• 副代表者 中井拳吾 (岡山大学学術研究院

環境生命自然科学学域): トレーニングデー

タの作成、リザーバーコンピューティング

による数理モデル構築

• その他の共同研究者 小林幹 (立正大学 経

済学部): 背後にある数学的構造の解明

• その他の共同研究者 武藤誠 (日本大学 経

済学部 経済学科): トレーニングデータの

作成

研究の各側面でスーパーコンピュータが活用さ

れている。

2 研究の目的と意義

機械学習の利用は分類、画像認識等の静的な

ものに留まらず、決定論的なダイナミクスに関

する時間発展モデリングなど動的な対象へも広

がりつつある。研究代表者らは、流体乱流の時

系列予測を可能とする機械学習を活用した時間

発展モデリングに 2018年に世界ではじめて成

功した。また、これまでに機械学習時系列モデ

ルの力学系理論に基づく解析を実施して、各種



不変集合や不変多様体の再現性を調べ、不動点

やその固有値、周期軌道などの再現性を確認し

た。また、力学系理論の分野で近年研究が盛ん

におこなわれている非双曲力学系がもつ主要な

二つの特性のうち、安定多様体と不安定多様体

の接構造をもつ力学系の多様体構造、すなわち

安定多様体と不安定多様体のなす角度の出現頻

度分布も再現しうることを確認した。

本研究では、非双曲型力学系のもう一つの主

要な特性、ヘテロ次元サイクルとよばれる不安

定次元の異なる不変集合が共存する構造に起因

するヘテロカオスに着目する。ヘテロカオスは

不安定次元の異なる周期軌道がカオス的不変集

合にそれぞれ稠密に存在しているものであり、

流体乱流など間欠性を示す複雑ダイナミクスに

おいて普遍的にあらわれる構造であると考えら

れている。本研究では、ヘテロカオス性が時系

列の機械学習であるリザーバーコンピューティ

ングによって得られたモデルにおいて再現さ

れるかどうかを明らかにした。リザーバーコン

ピューティングを用いた数理モデル構築にスー

パーコンピュータを利用した。

力学系理論の分野で長年研究をしてきた研究

代表者らが、時間発展モデルの力学系性質に注

目して学習可能性を明らかにした。本研究は、

力学系理論、数理モデリング、機械学習、大規

模計算にまたがる真の学際的・融合的研究であ

ると言える。

3 当拠点公募型研究として実施した
意義

リザーバーコンピューティングに基づく物理

ダイナミクスの予測に関しては、アメリカのメ

リーランド大学のグループがこれまでリードし

てきたが、リザーバーコンピューティングを用

いた流体乱流の数理モデリングならびにそれを

用いた予測に、我々、研究代表者と副代表者の

グループがはじめて成功した。拠点公募型共同

研究として数学・経済学・大規模計算の学際的

なチームを編成して多くのスーパーコンピュー

タ資源を用いた研究を推進することによって、

リザーバーコンピューティングモデルの力学系

解析においても我が国が世界をリードすること

が期待される。

本研究課題では時系列データの機械学習によ

るモデリングを行った。時系列データの力学系

構造を精度良く学習するためには、大量の時系

列データを取得し大規模な計算資源を使うこと

が必要不可欠である。

このためには、JHPCNの枠組みを最大限に

活用することによって研究目標の達成が実現で

きた。

4 前年度までに得られた研究成果の
概要

新規課題のため該当しない。

5 今年度の研究成果の詳細

本計算資源を利用した研究では、既知の力学

系 A が生み出す時系列データのみを学習し得

られた機械学習時間発展モデル Bを構築し、も

との力学系 Aと機械学習モデル Bを有限時間

リアプノフ解析などの力学系構造の観点から対

比する。当初の目標であった次の２つの研究が

完了し論文としてまとめている。

• 研究項目 1. 高次元 Lorenz 系 [E. Lorenz

and K. Emanuel, J. Atmos. Sci. 45, 399

(1998).]のヘテロカオス性の再現可能性の

検証

• 研究項目 2. 流体マクロダイナミクスに関

する機械学習モデルのヘテロカオス性の

検証

　まずはじめに本研究の要である機械学習モデ



リングの学習手法であるリザーバーコンピュー

ティングについて言及した後、研究項目 1、2

の結果について述べる。

リザーバーコンピューティング. 力学系

dϕ

dt
= f(ϕ)

に関し、変数 u = h1(ϕ) ∈ RM と s = h2(ϕ) ∈
RP について考える。ただし、時系列データ u

は s の時系列を予測する時刻にデータはないと

する。リザーバーベクトル r ∈ RN (N ≫ M)

は次の式で支配されている。

r(t+∆t) = (1−α)r(t)+α tanh(Ar(t)+Winu(t)),
(1)

ただし、∆t は時間幅を表す。また、行列 A,

Win は N ×N , N ×M 行列である。パラメー

タ α (0 < α ≤ 1) は r の力学系の非線形性を

表し、式 (1) の∆t に依存して決める。リザー

バーベクトルの初期値はその各成分を (0, 1] の

一様乱数から定めた r(−τ) とする。ただし、

τ/∆t (≫ 1) はトランジェント時間のステップ

数に相当する。

行列 Win の各列はただ一つのみに [−σ, σ]

の一様乱数から値を与え、それ以外は 0 とす

る。行列 A は D × N 個の非零成分を持つ疎

行列とする。D×N 個の非零成分は [−1, 1] の

一様乱数から値を与える。さらに、 行列 A に

ついては最大固有値が ρ になるように行列の

すべての要素を調整する。

リザーバーベクトル r は

ŝ(t) = Woutr(t)

により、得たいベクトルに変換する。これによ

り L = T/∆t ステップのリザーバーベクトル

{r(l∆t)}Ll=1 を得る。

0 < t ≤ T (学習時間と呼ぶ) での 時系列 ŝ

が既知の時系列 s の近似になるように Wout

を決定する。この決定がリザーバーコンピュー

ティングの学習に相当する。これは次の二次形

式が最小値をとるようにWoutを決定すること

に対応する。

L∑
l=1

∥Woutr(l∆t)− s(l∆t)∥2

+ β[Tr(WoutW
T
out)], (2)

ただし q に対して ∥q∥2 = qTqとし、β(≥ 0)

を含む項は Wout の過剰適合を避けるため

に導入している。この決定が妥当であれば、

t > T (予測時間と呼ぶ) での ŝ(t) は s(t) を再

現できるはずである。二次形式 (2)を最小化す

る解をW∗
out とすると予測時間では

ŝ(t) = W∗
outr(t), (3)

として時系列 ŝ を得る。W∗
out は次のように書

くことができることが知られている:

W∗
out = δSδRT (δRδRT + βI)−1, (4)

ただし、

r =

L∑
l=1

r(l∆t)/L, s =

L∑
l=1

s(l∆t)/L

とし、I は N × N の単位行列、δR, δS はそ

れぞれ l 行が r(l∆t)− r, s(l∆t)− s となるよ

うな行列とする。
また、予測時間 t > T での時系列データ u

は利用できないため、 u(t) として 式 (1) で得
た ŝ(t) を用いる:

r(t+∆t) = (1−α)r(t)+α tanh(Ar(t)+Winŝ(t)).

学習に用いる変数 X(t) のそれぞれの成分

を対等に扱うために正規化した X̃(t) を用い

る: X̃(t) = [X(t)−X1]/X2. ただし、X1 は平

均値、X2 は標準偏差を表す。予測時間の時系

列データ X(t) を X̃(t) から再現するときは、

学習時間の正規化に用いた X1 と X2 を用い



る。この正規化より σ の調整を避けることが

できる。

このリザーバーコンピューティングの計算

に計算資源の大半を利用している。特に (4)が

メインの計算であり、当然計算上は逆行列は避

けつつ、この行列-行列積を効率よく計算して

いる。

5.1 研究項目 1：高次元 Lorenz系 のヘテロカ

オス性の再現可能性の検証

気象分野においてしばしば用いられている高

次元ローレンツ系の機械学習モデルを解析す

る。機械学習は大自由度複雑現象の時間発展モ

デリングにしばしば用いられているリザーバー

コンピューティングを用いる。ヘテロカオス性

の検証には、リザーバー状態ベクトルの空間で

のリアプノフ解析を実施する。

高次元ローレンツ系は次のように記述され

る：

dxk

dt
= xk−1(xk+1 − xk−2)− xk + f,

for k = 1, . . . ,K, (5)

ただし、x−1 = xK−1、x0 = xK、および x1 =

xK+1 であり、f は外力パラメータとする。高

次元ローレンツ系の時系列データがリザーバー

コンピューティングを用いて予測されることが

すでに報告されている。

本研究ではリアプノフ解析のために高次

元ローレンツ系 (5) の (K, f) = (8, 6) の場

合に対してリザーバーコンピューティング

を用いて機械学習モデルを構成する。入力

変数として u(t) = (x1(t), . . . , x8(t), x1(t −
∆τ), . . . , x8(t−∆τ), x1(t− 2∆τ), . . . , x8(t−
2∆τ)) を使用する。ここで ∆τ は遅れ時間で

ある。遅れ時間座標を導入することは、実際に

より良いモデルを構築する上で重要な役割を果

たす。この機械学習モデルは短時間予測や統計

量を再現する。2つの異なる初期条件からの短

時間予測結果については、図 1に図示した。ど

ちらも正解の高次元ローレンツ系の時系列とよ

く一致することが確認された。
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図 1 高次元 Lorenz系の時系列データを学

習して得られた機械学習モデルを用いた時系

列予測. 機械学習モデルから予測した x1 変

数の時系列 (赤線)と、高次元ローレンツ系の

時系列 (青線)とを比較した。2つの図は、あ

る 1 つの機械学習モデルを用いて異なる初期

点からの予測を行った。どちらの予測もモデ

ルの軌道はある期間までは正解の軌道と類似

した挙動を示していることがわかる。

リアプノフ指数は不安定性の度合いを評価す

る指標であり、これを用いて力学系のリアプノ

フ次元を推定する。既にリザーバー状態ベクト

ルのリアプノフ指数は計算されており、偏微分

方程式の場合にはそれが元のシステムのリア

プノフ指数とほぼ一致することが報告されてい
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図 2 高次元 Lorenz系を学習して得た機械

学習モデルのリアプノフスペクトル. 上の図

は全体のリアプノフスペクトルを示しており、

下の図は上位 20 個のリアプノフ指数のスペ

クトルを示しています。

るが、低次元ローレンツシステムの場合には正

とゼロの指数のみが一致することがわかってい

る。図 2 はデータ駆動モデルのリアプノフス

ペクトルを示している。上位のいくつかのリア

プノフ指数がダイナミクスの再構築において重

要な役割を果たすと考えられている。

図 3 は、実際の高次元 Lorenz 系とリザー

バーモデルにおける第 1および第 2有限時間リ

アプノフ指数の密度分布を示している。有限時

間は 5として計算しており、軌道方向に対応す

るゼロのリアプノフ指数は除外している。不安

定次元が時間によって揺らぐ様子が再現されて

いることが示唆されており、この正のリアプノ

フ指数の数の変動は、高次元 Lorenz系ダイナ

ミクスに対するデータ駆動モデルにおいてヘテ

ロカオスの存在を示唆している。
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図 3 第一有限時間リアプノフ指数と第二有

限時間リアプノフ指数の密度分布. 高次元

Lorenz 系の時系列データを学習して得られ

た機械学習モデルの有限時間リアプノフ指数

を計算しその密度分布を描いた。第一リアプ

ノフ指数は常に正の値をとるが、第二リアプ

ノフ指数は正と負の値の両方とりうることが

見て取れる。



5.2 研究項目 2：流体マクロダイナミクスに関

する機械学習モデルのヘテロカオス性の

検証

流体運動においてそのマクロ変数の時間発展

を記述するリザーバーコンピューティングモデ

ルを構築し、それがヘテロカオス性をもつこと

を確認する。

本章では、カオス的な流体運動を示す観測時

系列からデータ駆動モデルを構築し、モデルの

リアプノフ解析を行った。このモデルは、流体

マクロ変数としてある波数空間のエネルギー

に焦点を当てた。この変数の観測時系列を作成

するために、周期境界条件下での非圧縮三次元

ナビエストークス方程式の直接数値シミュレー

ションを行った。
∂tv − ν∆v + (v · ∇)v +∇π = f, ∇ · v = 0,

in T3 × (0,∞),

v|t=0 = v0 with ∇ · v0 = 0, in T3,

ここで、T3 = R/2πZ、ν > 0 は粘性パラ
メータ、π(x, t) は圧力、v(x, t) は速度である。
本研究では ν = 0.058 とした。ODE 近似を
するためにフーリエスペクトル法を各方向に 9

モード使用し、各タイムステップで 4次のルン
ゲ・クッタ法を用いて積分を行った。外力 f は
各時間ステップで全エネルギーをおおむね保持
するように低周波数変数に入力している。波数
k ∈ N に対するエネルギー関数 E0(k, t) は次
のように定義される：

E0(k, t) :=
1

2

∫
Dk

∣∣∣∣ 1

(2π)3

∫
T3

v(x, t)e−i(K·x)dx

∣∣∣∣2 dK,

ここで Dk := {K ∈ R3 | k − 0.5 ≤ |K| <
k + 0.5} である。エネルギー関数の本質的な
ふるまいを取り出すために、バンドパスフィル

ターを用いて高周波および低周波の変動を除去

した。フィルタされたエネルギー変数は、本研

究全体でエネルギー関数 E(k, t) と呼ぶ。

リザーバーコンピューティングモデル

(1) を構築し、u(t) = (E(3, t), E(3, t −
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図 4 流体マクロダイナミクスの時系列デー

タを学習して得られた機械学習モデルを用い

た時系列予測. 機械学習モデルから予測した

流体マクロ変数の時系列 (赤線) と、高次元

ローレンツ系の時系列 (青線) とを比較した。

2つの図は、1つの機械学習モデルを用いて異

なる初期点からの予測を行ったものである。

どちらの予測もモデル軌道は一定時間本来の

軌道と類似した挙動を示す。

∆τ), . . . , E(3, t − 22∆τ)) を入力変数とした。

ここで ∆τ は時間遅れ座標系の遅れ時間です。

モデルは統計的特性と短時間軌道を再現して

いる。さまざまな初期条件からのモデルの短時

間軌道については図 4 に示している。いずれ

も実際の軌道とよく一致している。図 5 は流

体のリザーバーモデルのリアプノフスペクト

ルを示す。正のリアプノフ指数の数は 5 であ

る。図 6 は、リザーバーモデルがもつ不安定
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図 5 流体マクロダイナミクスの機械学習モ

デルに対するリアプノフスペクトル. 上図は

全体のリアプノフスペクトルを示しており、

下図は最初の 30 個のリアプノフ指数のスペ

クトルを示す。

次元の変動を示し、ひとつの振る舞いに異なる

不安定次元が共存するヘテロカオス性をモデ

ルが持っていることを示唆している。Kaplan–

Yorke の公式を用いて推定された有限時間リ

アプノフ次元 DKY も、有限時間 T = 20 で

は 5 ≤ DKY ≤ 13、有限時間 T = 40 では

4 ≤ DKY ≤ 12 の間で変動する。

6 今年度の進捗状況と今後の展望

実施計画において次の２つの項目

1. 高次元 Lorenz系 のヘテロカオス性の再現

可能性の検証
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図 6 リャプノフ指数と有限時間リアプノフ

指数のゆらぎ. 正のリアプノフ指数の数は 5

である。カオス的な流体運動のデータ駆動モ

デルにおける正の有限時間リアプノフ指数の

数の時間変化を示した (ローカルタイム 20

(紫色) および 40 (緑色))。

2. 流体マクロダイナミクスに関する機械学習

モデルのヘテロカオス性の検証

を予定していた。いずれも研究が完了し論文と

してまとめている。

これまでの研究から高次元のニューラルネッ

トワークを用いるリザーバーコンピューティン

グにおいて、実質的に有効な次元はごく一部に

限られていることがわかってきた。今後の研究

では実質的に有効な次元をもつ部分空間に制限

したうえで力学系解析を行い、その部分空間に

訓練データの力学系構造が再現されることを明

らかにすることを目指す。
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