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高性能かつ高信頼な数値計算手法とその応用
荻田 武史（東京女子大学）

概要
今日の大規模かつ複雑化した情報基盤システムにおける数値計算では，演算速度・演算精度の最
適化，メモリ・ネットワークの階層の深化に対応した通信最適化，そして電力・エネルギー効率の
最適化に向けた検討が必須である．本研究は，科学技術シミュレーションに現れる大規模行列に対
して有効な疎行列ソルバーや階層型行列（H行列）演算等の高速計算に関する研究を推進し，同時
にそれらの計算の信頼性及び電力効率を重視しながら，さらに悪条件な実問題に適用可能な実用的
な手法の研究開発を実施するものである．
本研究では，疎行列ソルバー，H 行列演算，計算機システムと消費電力測定，精度保証と自動
チューニング手法の研究項目を設定し，それぞれの研究成果を横断的に活用する方式で研究を推進
する．今年度については，それぞれの研究項目において，ほぼ目標を達成できた．

1 共同研究に関する情報
1.1 共同研究を実施した拠点名
北海道大学　東京大学　東京工業大学　名古
屋大学
1.2 共同研究分野
超大規模数値計算系応用分野

1.3 参加研究者の役割分担
I. 疎行列ソルバー
主担当：岩下・中島・藤田
担当：市村・深谷・星野・河合・八代・荒
川・大島・Wellein・Basermann・鈴木・池
原. Magro

II. H行列演算
主担当：横田
担当：岩下・伊田・星野・塙・大島・河合・
Deshmukh・大友・Spalthoff・Ma・Apri-

ansyah

III. 計算機システムと消費電力測定

主担当：坂本
担当：塙・近藤・成瀬・堀越・有間

IV. 精度保証と自動チューニング手法
主担当：荻田・片桐
担当：横田・近藤・尾崎・田中・今村・椋
木・寺尾・Marques・山梨

2 研究の目的と意義
JHPCN の様々な計算機システムを主たる
ターゲットとして，以下を実施する：

(i) 疎行列ソルバー，H行列演算等の代表的な
数値計算アルゴリズム，各アプリケーショ
ン（地震学，大気海洋科学，量子科学，構
造力学，流体力学，電磁気学等）について，
メモリアクセス最適化及び分散メモリ通信
最適化に着目し，安定で高性能な手法を開
発，各システムに実装し，変動精度演算に
ついて検討して，消費電力を測定する．
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(ii) 疎行列ソルバー，H行列演算に加えて基本
線形計算カーネル群（BLAS・疎行列ベク
トル積）を対象として，計算結果の実用的
な精度保証／精度推定法を確立する．(i)

の各アルゴリズム，アプリケーションにつ
いて所望の結果精度達成という条件下で，
計算時間や消費電力を最小化する最適演算
精度を自動チューニング技術により動的に
制御する手法を確立する．

計算機システムとしては「富岳（理研）」，
「Wisteria/BDEC-01（東大）」，「不老（名大）」
等に搭載された A64FX を中心に，NVIDIA

A100，Intel Xeon Cascade Lake/Ice Lake，
AMD Rome 等の CPU・GPU 及びその後継
機種を念頭におくが，変動精度演算手法につい
ては，FPGA等に対する検討も実施する．
本研究は，最先端のスパコン向けに開発され
た高性能数値計算アルゴリズムに対して，変動
精度演算を適用し，精度保証／精度推定及び自
動チューニング手法を開発する試みとしては，
国内のみならず国際的にも唯一のものである．
本研究では，先行研究で得られた知見を基に，
疎行列・H行列を係数行列とする，さらに悪条
件な実問題に適用可能な実用的数値解法，精度
保証／精度推定法，自動チューニング手法の研
究開発を実施するとともに，これらの数値解法
に不可欠な基本線形計算カーネル群（BLASお
よび疎行列ベクトル積）に関する研究グループ
を新たにチームに加え，機械学習等も含めたよ
り広範囲なアプリケーションに対応する．本研
究において開発した手法を様々なアプリケー
ションへ適用することによって，科学技術シ
ミュレーションにおける有効性を検証できる．
開発したアルゴリズム，アプリケーションの消
費電力の直接測定によって，各計算の特性と変
動精度演算の有効性を消費電力の観点から検討

可能となる．本研究は，来たるべきポストムー
ア時代，さらにそこで重要な役割を果たすこと
が予想される確率的コンピューティングの発展
に貢献するものと期待される．

3 当拠点公募型研究として実施した
意義

JHPCNは多様な計算機環境を備え，東大の
Wisteria/BDEC-01（Wisteria），Oakbridge-

CX（OBCX），Oakforest-PACS（OFP），名
古屋大の不老等，幅広い多様な大規模システ
ムを有し，本研究の目指す高性能・高信頼な数
値計算手法の研究には最適である．Wisteria，
OBCX では「ノード固定」における設定カス
タマイズにより，個別ノードの消費電力測定が
可能である．JHPCNは様々な分野の専門家を
擁し，本研究のような学際的研究を推進する体
制を容易に構築でき，北大，東大，東工大，名
大各センターから様々な分野の研究者が参加し
た．JHPCN各センターはオープンソースソフ
トウェア活用に積極的であり，本研究の成果を
公開，各センターのスパコンにデプロイし，講
習会等の普及活動を協力して行うことによっ
て，利用者拡大及びソフトウェアのさらなる改
良が可能となる．

4 今年度の研究成果の詳細
I. 疎行列ソルバー
(1) 並列多重格子法は，エクサスケールシステ
ムにおける大規模問題向け数値解法として注目
されている．著者による先行研究では，Sliced

Ellpack-Itpack（ELL）に基づく新しい疎行列格
納手法によりメモリアクセスの最適化を実現し
た．SELL-C-σ は ELL，Sliced-ELLを SIMD

演算向けに拡張した手法であり，GPU，Intel

Xeon Phi 等において高い演算性能を発揮する
ことが示されているが，主として疎行列ベク
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トル積に適用されており，前進後退代入を含
むプロセス（ICCG法）に適用したのは，著者
等による先行研究が初めである．本研究では，
SELL-C-σによる疎行列格納形式を，先行研究
において使用した IC(0)を smootherとする多
重格子法前処理付き共役勾配法（MGCG）法へ
適用することを試み，不均質多孔質媒体におけ
る三次元地下水流れ問題に対して，予備的評価
を実施した．更に，倍精度演算（FP64），単精
度演算（FP32）の比較検討を実施した．
疎行列格納方法はCRS，Sliced ELL，SELL-

C-σ の比較を実施した．また，オリジナルの
プログラムは全ての実数演算を倍精度実数
（FP64）によって実施しているが，本研究で
は，全て単精度実数演算（FP32）置き換えた
ケースも実施した．本研究では，Oakforest-

PACS（OFP）（最先端共同 HPC基盤施設）の
最大 2,048 ノードを使用した．Flat モードで
MC-DRAMのみを使用した．行列格納方法と
して，CRS，Sliced ELL（ELL）の他，SELL-
C-σ としては，再内側ループを各行の非ゼロ
非対角成分方向とする場合（SCS-a）と，再内
側ループが各行方向の場合（SCS-b）を考慮し
た．C, σ の値については，予備評価結果を考
慮して，C = σ = 8，C = σ = 128 について
実施した．図 1 は各疎行列格納手法における
MGCG法の計算結果である（問題サイズは合
計 33,554,432 DOF）．収束までの反復回数は
FP32と FP64で同じであり，計算結果も良く
一致し，相対誤差は 0.1% 以内である．計算時
間は FP32の方が速く，MGCG法の計算時間
の比は 0.70程度である.

図 1 は，MGCG 法のレベル 1∼4 の各レベ
ルの計算時間（レベル 1 が最も細かい）とそ
の他（Rest：レベル 5 以上の計算時間，通信，
CG 法計算時間）を示している．表 1 は CRS

及び ELL に対する性能改善率を示している．

(a)

(b)

図 1 MGCG法の計算時間（OFP 8ノード，
HB 4 × 16） (a) 倍精度実数演算（FP64）,

(b) 単精度実数演算（FP32）[7, 15]

SCS-b による性能改善は特に FP32 の場合に
顕著である.CRSにおいては FP64⇒ FP32の
性能改善率は少ない．図 2は，OFP最大 2,048

ノードまでを使用した場合の，CRS に対する
性能改善率である．
(2) SuiteSparse Matrix Collectionで提供され
ている，様々な条件を持つテスト行列に対し
て，FP64（倍精度演算）のみに基づく従来法と
提案法（FP64と FP32（単精度演算）を用いた
混合精度GMRES(m)法）の比較実験を実施し
た [1, 22]．数値実験結果より，提案法は，従来
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表 1 OFP上の計算結果のまとめ [7, 15]

図 2 各ノード数における CRS 形式に対す
る性能改善率，(-d：倍精度（FP64），-s：単
精度（FP32）)，OFP：最大 2,048ノードま
で使用 [7]

法と同程度の収束性を示し，計算時間の面で優
位となることが期待できることが確認された．
また，不完全 LU分解において，分解行列の
疎性を維持するためのフィルイン選択技術は
分解行列を前処理行列として用いる反復法の性
能に大きな影響を与える．本研究では，ブロッ
クに基づくフィルイン選択を提案し，公開行列
データに基づく数値実験でその有効性を検証
した．数値実験の結果，提案手法では，SIMD

演算を利用することで前処理における演算量
の増加が 1 反復あたりの計算時間に与える影

響を低減することができ，標準的な ILU(0)分
解前処理と比べて高い効果が得られることが分
かった．
(3) Data Analytics アプローチにより過去の計
算結果を前処理内で活用することで，Adaptive

CG の更なる性能改善を実現した [9]．ここで
は，前処理内で用いるマルチグリッド法におけ
るグリッド間のマッピングに関する誤差傾向を
過去データから学習し，新規のマッピングの際
の修正項として活用することでマッピング精度
を改善しマルチグリッド法の反復回数を削減し
た．地震シミュレーションにおいて開発手法を
A64FX CPU に適した実装とともに用いるこ
とで，従来手法比 10.1倍の高速化を達成した．
II. H行列演算
H行列演算では，(1)密行列のコレクションの
作成，(2) 密行列の条件数とランクの関係につ
いて調べることを 2021年度の目標としていた．
(1) については，ラプラス方程式のグリーン

関数，ヘルムホルツ方程式のグリーン関数，拡
散方程式のグリーン関数 (正規分布) の３種類
の動径基底関数のそれぞれ１次元，２次元，３
次元における，領域内一様分布，境界表面分布
の 3 × 3 × 2 = 18 通りの組み合わせにおい
て，要素数をそれぞれ 103 から 5 × 106 まで
の間で 12通りに変化させた 18× 12 = 216通
りの密行列のコレクションを作成した．
(2) については，上記の行列において条件数

を計測し，そのときに必要なランクを調べた．
その結果ラプラス方程式では条件数が最も良
く，必要なランクも最小であった．拡散方程式
では分布の分散が大きい場合に条件数が悪くな
り，必要なランクも大きくなった．ヘルムホル
ツ方程式では，波数が大きい場合に条件数はそ
れほど悪くならないにもかかわらず，必要なラ
ンクは大きくなった．
また，2022 年度に想定していた混合精度の
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図 3 Tensor Core を用いたときの行列積の
誤差．青）単精度 (Tensor Core なし)，赤）
Tensor Core，橙）提案手法，紫）Fengらの
手法，緑）Markidisらの手法

課題も先取りし，まずは Tensor Coreを用いな
がらも SGEMM の精度を達成できる精度補正
手法を開発した．これにより，図 3に示すよう
に SGEMM と全く同じ精度を達成しながらも
SGEMM の速度を上回る実装を実現すること
ができた [3]．
さらに，2022年度の計画に必要になる，BLR，

HODLR，HSS，H行列，H2 行列のいずれにも
対応できる汎用なコードの実装を完成させるこ
とができた [12]．また，2022年度の 2つ目の目
標である FGMRESなどの反復法の前処理に混
合精度 H行列を用いる準備として，FGMRES

に H 行列の前処理を組み込んだ．さらに，H

行列の混合精度実装も完成させることができた
[4]．
III. 計算機システムと消費電力測定
A64FXアーキテクチャを搭載した FX1000上
でポアソン方程式の解法である ICCG 法の電
力評価を行った．低精度演算利用による消費電
力を確認するため倍精度と単精度を用いて計
算を行った場合のノード全体が消費する平均消
費電力を計測した．消費電力の結果を図 4 に

図 4 ICCG法における消費電力比較

示す．Intel CPUの場合，倍精度を単精度化す
ることで演算密度が上昇し消費電力が増加する
傾向にあることがみられたが，FX1000では単
精度 (single) の場合よりも倍精度 (double) の
消費電力が高くなる傾向にあることが確認さ
れた．
次に，ポアソン方程式のデータ格納方式を

SELL-C-σ に変更したものに対して同様に
FX1000 上で電力評価を行った．本評価では，
前処理の行列とベクトルの精度を変えた場合の
比較を行った．前処理の行列とベクトルを倍精
度とした es_simd_dd，行列を単精度としベク
トルを倍精度とした es_simd_sd，行列ベクト
ルともに単精度である es_simd_ss の 3 つの
比較を行った．これらの結果を図 5に示す．
消費電力に大きな差は見られなかったもの

の，行列を単精度としベクトルを倍精度とした
es_simd_sdが最も低い電力となり，行列とベ
クトルの双方を単精度とした es_simd_ss が
最も高い消費電力となった．実行時間とエネル
ギー評価の結果を図 6に示す．
実行時間を比較すると，行列ベクトルの一

部，もしくは全体を単精度化することで実行時
間が短縮されていることが確認でき，この結果
が消費エネルギー削減にも大きく貢献している
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図 5 前処理データの精度の違いによる消費
電力の比較（SELL-C-σ）

図 6 前処理データの精度の違いによる実行
時間と消費エネルギーの比較（SELL-C-σ）

ことが確認できた．
IV. 精度保証と自動チューニング手法
AT言語である ppOpen-ATの新 AT機能とし
て混合精度演算を活用した新方式の提案を行っ
た [24]．本方式では API により，ユーザーが
基準となる演算に対する相対的な演算精度劣化
の許容値（許容相対誤差）を事前に与える．AT

を実行すると指定された許容相対誤差の基準
を満たした上で，演算精度を変更して計算速度
が最速となる実装を探索する．NICAMを利用
した性能評価の結果，全て FP64の実行時間に
対して，部分的に FP16 にすることで 1.36 倍
の速度向上を得られることが明らかになった．

また，演算精度については全て FP16の場合は
平均相対誤差が 7.57 · 10−6 に対し，部分的に
FP16にすると平均相対誤差が 6.52 · 10−12 と
抑えられることがわかった．低精度演算の性能
はアーキテクチャや問題規模などによって影響
を受ける．そのため，混合精度演算を実際にア
プリケーションソフトウェアに適用して行う場
合，人手による最適化のコストは膨大になる．
そこで本研究では，自動チューニング（Auto-

tuning, AT）言語である ppOpen-AT の新機
能を提案し，その性能を評価した．プログラム
上の演算精度を部分的に変化させることで，自
動的に演算精度と消費電力を考慮した最適実装
を探索する AT方式である．具体的には，混合
精度演算を (i)変数／配列，(ii)ブロック，(iii)
関数／サブルーチン，の 3 方式を指定可能な
ppOpen-ATディレクティブと AT方式を提案
した．さらに全球雲解像大気モデル NICAM

に対して性能評価を行った．ここでは，紙面の
都合から，(ii)ブロック方式での実現例を説明
する．ブロック方式ではディレクティブで指定
したブロック単位で低精度化を行う方式であ
る．ブロック方式において，ppOpen-ATのプ
リプロセッサを適用したのが図 7である．この
コードについて，自動生成された候補コードが
図 8である．ここで図 8は，ブロック 1の精度
を倍精度から単精度に低精度化した場合の候補
コードを表示していることに注意する．
図 8の赤字の配列は，低精度化のためにプリ

プロセッサにより自動で確保宣言され，データ
をコピーするコードである．このコードの実行
時間が，低精度化による，余分な時間として必
要となる点に注意する．予備実験の結果から，
から以下の効果を確認することができた：(ii)

提案するブロック方式では，精度を 3 × 10−4

まで許容するならば 1.12倍の高速化と 1.06倍
の電力削減ができる．以上のことから提案する
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図 7 ブロック方式のディレクティブ（青色）
を挿入する例

AT方式により，全て単精度演算の場合と比較
して精度の劣化を抑えつつ，速度向上が見込め
る事例があることを明らかにした [24, 25]．

5 今年度の進捗状況と今後の展望
I. 疎行列ソルバー
多重格子法については当初の目標をほぼ達成で
きたが，東大情報基盤センターに 2021年度に
導入された Wistera/BDEC-01 での評価がま
だ不十分である．今後は FP16 更には FP21，
FP42 の適用等について検討を継続して実施
する．
II. H行列演算
H 行列演算では，(1) 密行列のコレクション
の作成，(2) 密行列の条件数とランクの関係に
ついて調べることを 2021年度の目標としてい
た．前述の通り，(1)と (2)の目標を達成できた
だけでなく，2022年度の目標である (1)BLR，
HODLR，HSS，H 行列，H2 行列などの様々
な行列形態での実験，(2) FGMRES などの反
復法の前処理に混合精度 H行列を用いること，
に関してもほぼ達成できた．今後の展望として
は，実装段階から実験段階に移り，前述の密行

図 8 図 7 のプログラムから自動生成された
AT の候補コード（ブロック ⟨1⟩ を単精度化
した場合）

列ライブラリと様々な行列形態を扱えるフレー
ムワークを組み合わせて，最適な組み合わせを
探索することを目指す．
III. 計算機システムと消費電力測定
2021度の計画では，(1) 様々な関連アプリケー
ションの電力特性分析を行うこと，(2) 固有値
の分析・他アプリの特性分析を通じて多数アプ
リ間で変動精度を扱い，システム全体での最適
化を行う資源管理手法及び変動精度に対応する
ハードウェアについて検討することを予定とし
ていた．(1) に関しては新たに A64FX アーキ
テクチャにおける消費電力特性の計測を行うこ
とができた．また，任意倍精度を用いたポアソ
ン方程式の電力評価についても計測の準備を進
めており，引き続き計測作業を進める．(2) に
関しては単精度化しても倍精度と比較し消費電
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力が大きくならない場合もあることが確認され
たため，キャッシュメモリの利用，プロセッサ
とメモリの消費電力の内訳等の詳細な分析を行
うことを目指し計測のための準備を進めた．今
後は実際にデータの取得分析を行う．
IV. 精度保証と自動チューニング手法
2021年度は，(1) 不均質場における構造解析等
の問題を対象として，反復改良法による悪条件
問題向け精度保証／精度推定手法の検討を開始
した．また，(2) AT に使用する固有値分布等
係数行列の特性を効率的に抽出する方法につい
ての議論を行った．今後の展望としては，(1)

前年度における成果及び議論に基づき，消費電
力測定の最新成果を入れ込みながら，演算精度
／結果精度と電力最適化の観点から ATを実施
する方式の開発をし，さらに，(2) 精度保証／
精度推定手法を様々なスパコン上で多様なアプ
リケーションに適用し，手法の更なる改善を実
施していく．
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