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機械学習に基づくマクロ経済変動の数理モデリング

齊木 吉隆 (一橋大学)

概要

近年、機械学習の一種で、リカーレントネットワークをもったリザーバーコンピューティングが

決定論的構造を背後にもつ時系列やそのリャプノフ指数などの予測に有効であることが報告されて

いる。我々はこの機械学習手法を用いて比較的平穏な流体のエネルギー変数のモデルを構成し、予

想を成功させている (Nakai and Saiki, Physical Review E, 2018)。この知見を経済時系列データ

に応用して経済予測に取り組むために必要な決定論的な構造の抽出や、機械学習により得られた力

学系モデルの妥当性を検証するために、決定論的に時系列データがどの程度学習できるか解明した。

1 共同研究に関する情報

1.1 共同研究を実施した拠点名

京都大学, 東京大学, 大阪大学

1.2 共同研究分野

■超大規模数値計算系応用分野

■超大規模データ処理系応用分野

1.3 参加研究者の役割分担

本共同研究は 4 人体制でおこなわれている。

• 研究代表者 齊木吉隆: 背後にある数学的構

造の解明、リザーバーコンピューティング

による数理モデル構築

• 副代表者 小林幹 (立正大学 経済学部): 背

後にある数学的構造の解明

• その他の共同研究者 中井拳吾 (東京海洋

大学 学術研究院　流通情報工学部門): ト

レーニングデータの作成、リザーバーコン

ピューティングによる数理モデル構築

• その他の共同研究者 武藤誠 (一橋大学 大

学院経営管理研究科): トレーニングデー

タの作成

各側面においてスーパーコンピュータが活用さ

れる。

2 研究の目的と意義

機械学習を用いたデータ駆動型研究が近年急

速に発展している。本研究では、この手法を経

済データに適用することにより、新たな知見の

蓄積を目指す。特に、集計結果が得られるまで

に長い時間を要する景気指標を、迅速かつ精緻

に推測することを目的とする。こうした知見の

蓄積は政府の景気対策の有効性向上につながる

ばかりでなく、企業経営にとっても有益な情報

となるため、経済安定と経済発展に貢献するこ

とが期待される。研究代表者は最近の研究で、

リザーバーコンピューティングと呼ばれるリカ

レントニューラルネットワークを用いた機械学

習手法と力学系理論の知見を用いて、流体乱流

に関するマクロ統計量の時系列データからマク

ロ統計量の時間発展を捉えるモデルを構築する

ことに成功した。同種の手法を応用することに



より、経済変動に関する定量的な時間発展モデ

ルの構築とそれを用いた将来予測をおこなう。

本研究は、力学系理論、数理モデリング、機械

学習、経済学、大規模計算にまたがる真の学際

的・融合的研究であると言える。それゆえ、い

ずれの分野の知見を欠いても十分満足のいく

結果が得られることはないという意味で極めて

チャレンジングな数理科学研究である。

研究代表者は機械学習を用いた流体乱流に関

するマクロ変数に着目した数理モデリングに成

功しているが、それはあくまで決定論的な古典

力学に立脚した流体力学変数のマクロ集約量で

あり、時々刻々支配方程式が変化するようなこ

とはない。一方、一国の経済変動は多くの経済

主体（政府、企業、家計、諸外国等）による集団

現象である上に、決定論的な要素と確率論的な

要素の双方に由来する部分と、政策や制度の変

更等、構造変化に由来する部分が入り混じって

おり、それが定量的なモデリングを困難にさせ

てきた。高周波の振る舞いは主に確率的なもの

であり、低周波の振る舞いは主に構造変化等に

よるものであると考えられる。中周波の振る舞

いは確率論的な振る舞いが集約されたマクロ的

な振る舞いを含む決定論的なものが主であり、

かなり再帰性の高いダイナミクスを示している

と期待できる。本研究では中周波の振る舞いを

描写する時系列データを学習データとして用い

た機械学習をおこない、これまで存在しなかっ

た定量的な決定論的経済変動モデルの構築を目

指す。経済学分野で機械学習が適用された事例

はほとんどないことから、極めてチャレンジン

グな研究課題であるといえる。

3 当拠点公募型研究として実施した
意義

リザーバーコンピューティングに基づく物理

ダイナミクスの予測に関しては、アメリカのメ

リーランド大学のグループがこれまでリード

してきたが、リザーバーコンピューティングを

用いた流体乱流の数理モデリングならびにそ

れを用いた予測に、我々、研究代表者と中井拳

吾氏のグループがはじめて成功した。拠点公募

型共同研究として数学・経済学・大規模計算の

学際的なチームを編成して多くのスーパーコ

ンピュータ資源を用いた研究を推進することに

よって、マクロ経済変動に関するリザーバーコ

ンピューティングを用いた数理モデリングにお

いても我が国が世界をリードすることが期待さ

れる。

本研究課題では時系列データの機械学習によ

るモデリングを行った。時系列データの力学系

構造を精度良く学習するためには、大量の時系

列データを取得し大規模な計算資源を使うこと

が必要不可欠である。

このためには、JHPCN の枠組みを最大限

に活用し、長時間の連続計算が可能な京都大

学の system A での長時間データの学習と、

非常に高い並列計算を得意とする東京大学の

Oakforest-PACSでの力学系解析、また、GPU

計算機である大阪大学の OCTOPUSを使い分

けて計算することによって研究目標の達成が実

現できた。また、並列化計算の実績や指導経験

豊富な情報基盤センターと連携することでより

効率よく研究を進めることができた。

4 前年度までに得られた研究成果の
概要

新規課題のため該当しない。

5 今年度の研究成果の詳細

5.1 都道府県別鉱工業生産指数の同期解析

以下では、都道府県別鉱工業生産指数に対す

る結果の概要を紹介する。まず、都道府県鉱工

業生産指数の時系列の例を図 1で示す。スペク



図 1 Seasonally-adjusted Time Series
Comparison of IIP Data for Tokyo and
Three Other Prefectures (Note: Part(a)

compares Tokyo with Akita, Yamanashi, and

Nara Prefectures. Part(b) compares Tokyo

with Miyagi, Wakayama, and Oita Prefec-

tures. Data for the former (latter) prefectures

show the greatest (least) synchronization with

Tokyo.)

トル解析に基づいて、およそ 3年から 7年程度

のタイムスケールに着目し、その周波数を取り

出すバンドパスフィルターをかけた時系列デー

タを図 2に示す。これらの時系列間の同期レベ

ルを評価するためにヒルベルト変換を用いて各

時刻における位相を定める。ヒルベルト変換と

は、時系列 st に対して、

sHt =
1

π
P.V.

∫ ∞

−∞

sτ
t− τ

dτ, (1)

で定められるものである。ここで、 P.V. と

はコーシーの主値積分である。st を実軸と

して、そのヒルベルト変換 sHt を虚軸にもつ

ŝt = st + isHt の偏角によって、時刻 t にお

ける時系列 st の位相を定める。東京都の鉱

工業生産指数に対する ŝt の動きを図 3 に示

す。時刻 t における 2 時系列の位相差 ψt の

時間変化の様子を調べることで時系列間の

同期レベルを評価した。次の同期指標 γ2t =

図 2 Comparison of Band-pass-filtered
Time Series of IIP Data for Tokyo and
the Sampled Prefectures (Note: In Part(a)

Akita, Yamanashi, and Nara Prefectures are

most closely synchronized with Tokyo. In

Part(b) Miyagi, Wakayama, and Oita Prefec-

tures are least synchronized with Tokyo. The

upper (lower) cutoff frequency of the band-

pass filter is 35 (81) months.)

図 3 Time Series of Trajectory Pt(st, s
H
t )

on the complex plane (Note: The variable

st denotes the band-pass-filtered IIP of Tokyo

and sHt its Hilbert-transformed time series. )

(
1
W

∑t+p
i=t−p cosψi

)2

+
(

1
W

∑t+p
i=t−p sinψi

)2

,

(但し、p = (W − 1)/2, 0 < p < t) (M. Rosen-

blum, A. Pikovsky, J. Kurths, C. Schafer and

P. A. Tass (2001)) が 1 に近いときに時刻 t付

近において 2 時系列間の同期レベルが高く、0



図 4 Time Evolution of Synchronization
Index γ2

t between Tokyo and the Sam-
pled Prefectures (Note: In Part(a) prefec-

tures Akita, Yamanashi, and Nara are most

closely synchronized with Tokyo. In Part(b)

prefectures Miyagi, Wakayama, and Oita are

least synchronized with Tokyo.)

図 5 Time Evolution of the Ratio R(γ2
t ≥

r) for r = 0.7, 0.8, and 0.9 (Note: By

R(γ2
t ≥ r) we denote the ratio of 2-tuples

among 47 Japan’s prefectures for which γ2
t

shows a value greater than or equal to the

threshold r at each time t.)

に近いときに同期レベルが低いと見なせる。図

4（上）には東京と同期レベルが高い 3 県と東

京との間の同期指標の時間変化を示している。

図 4（下）には逆に東京と同期レベルが低い 3

県と東京との間の同期指標の時間変化を示して

いる。図 4 ならびに次の図 5 の背景のグレー

部分は内閣府により発表された景気後退期間に

対応しており、白部分は景気上昇期間に対応し

ている。景気後退期は同期レベルが高いことが

見出された。図 5では、47都道府県の 47C2 種

類すべての組み合わせに対して同期指標を計算

し、各時間において何種類がしきい値を越す同

期レベルをもっていたかを示している。この解

析においても図 4のいくつかの組み合わせで確

認される結果、すなわち今回着目したタイムス

ケールでの都道府県別鉱工業生産指数は都道府

県間で比較的高い同期レベルを維持する傾向が

あり、景気上昇期には同期レベルが下がる傾向

があることが確認される。

5.2 機械学習モデルの力学系解析

決定論的な時系列データとしてローレンツ方

程式の学習を行った。ローレンツ方程式はある

パラメータでのもとでカオスな振る舞いをする

ことが知られている。学習により得た機械学習

モデルの力学系的性質を解析し、 その一部の

結果は論文（学術論文 [c]）として発表した。そ

の結果の概要を以下に述べる。

リザーバーコンピューティング. 力学系
dϕ
dt = f(ϕ) に関し、その変数 u = h1(ϕ) ∈ RM

と s = h2(ϕ) ∈ RP について考える。ただし、

時系列データ u は s の時系列を予測する時

刻にデータはないとする。リザーバーベクト

ル r ∈ RN (N ≫ M) は次の式で支配されて

いる。

r(t+∆t) = (1−α)r(t)+α tanh(Ar(t)+Winu(t)), (2)

ただし、∆t は時間幅を表す。また、行列 A,

Win は N ×N , N ×M 行列である。パラメー
タ α (0 < α ≤ 1) は r の力学系の非線形性を

表し、式 (2) の∆t に依存して決める。リザー

バーベクトルは (0, 1] の一様乱数から定めた

r(−τ) を初期値とする。ただし、τ/∆t (≫ 1)



はトランジェント時間に相当する。

行列 Win の各列はただ一つのみに [−σ, σ]
の一様乱数から値を与え、それ以外は 0 とす

る。行列 A は D × N 個の非零成分を持つ疎

行列とする。D×N 個の非零成分は [−1, 1] の

一様乱数から値を与える。さらに、 行列 A に

ついては最大固有値が ρ になるように行列の

すべての要素を調整する。

リザーバーベクトル r は ŝ(t) = Woutr(t) +

cにより、得たいベクトルに変換する。これに

より L = T/∆t ステップのリザーバーベクト

ル {r(l∆t)}Ll=1 を得る。

0 < t ≤ T (学習時間と呼ぶ) での 時系列 ŝ

が既知の時系列 s の近似になるように Wout

と c を決定する。この決定がリザーバーコン

ピューティングの学習に相当する。これは次の

二次形式が最小化するようにWout と c を決

定することに対応する。

L∑
l=1

∥(Woutr(l∆t) + c) − s(l∆t)∥2
+ β[Tr(WoutW

T
out)],

(3)

ただし q に対して ∥q∥2 = qTqとし、β(≥ 0)

を含む項は Wout の過剰適合を避けるため

に導入している。この決定が妥当であれば、

t > T (予測時間と呼ぶ) での ŝ(t) は s(t) を再

現できるはずである。二次形式 (3)を最小化す

る解をW∗
out と c∗ とすると予測時間では

ŝ(t) = W∗
outr(t) + c∗, (4)

として時系列 ŝ を得る。W∗
out と c∗ は次のよ

うに書くことができることが知られている:

W∗
out = δSδRT (δRδRT + βI)−1, (5)

c∗ = −[W∗
outr− s], (6)

た だ し 、r =
∑L

l=1 r(l∆t)/L, s =∑L
l=1 s(l∆t)/L とし、I は N × N の単位行

列、δR (rsp, δS) は l 行が r(l∆t) − r (rsp,

s(l∆t)− s) となるような行列とする。

ただし、予測時間 t > T での時系列データ

u は利用できないため、 u(t) として 式 (2) で

得た ŝ(t) = ˆ̃E(·, t) を用いる:

r(t+∆t) = (1−α)r(t)+α tanh(Ar(t)+Winŝ(t)).

学習に用いる変数 X(t)を対等に扱うために

正規化した X̃(t) を用いる: X̃(t) = [X(t) −
X1]/X2. ただし、X1 は平均値、X2 は標準偏

差を表す。予測時間の時系列データ X(t) を

X̃(t) から再現するときは、学習時間の正規化

に用いた X1 と X2 を用いる。この正規化より

σ の調整を避けることができる。

ローレンツ方程式. ローレンツ方程式 ẋ =

−10x+10y, ẏ = −xz+ rx− y, ż = xy− 8z/3

について考える。この方程式系はカオス性があ

る。そこで、本研究ではパラーメータ rとして

28 (もしくは 60)について、ローレンツ方程式

の時間により得られた時系列データをリザー

バーコンピューティングにより学習させて得ら

れた機械学習時間発展モデルが、元の力学系構

造をどの程度再現するかを解析する。

機械学習モデルの解析-2 次元射影. 学習に

より得た機械学習時間発展モデルのアトラクタ

の大きさや概形について、ローレンツ方程式の

ものと比較する。3次元では比較が困難である

ため、2次元平面に落として考察する。具体的

には解軌道が適当な平面を横切るときにプロッ

トして得るポアンカレ断面というものを用いて

比較をする。学習により得た機械学習時間発展

モデルから得られた 106 時間の時系列データと

ローレンツ方程式の時間により得られた 106 時

間の時系列データ、学習に用いいた 5000時間

の時系列データに対して、適当な平面として



x = y となる平面にポアンカレ断面を書いたも

のが図 6である。

まず、学習に用いた 5000時間の時系列デー

タにより得たポアンカレ断面はローレンツ方程

式の 106 時間の時系列データにより得られた

ポアンカレ断面に比べて小さいことが見て取れ

る。 他方で、機械学習時間発展モデルから得ら

れたポアンカレ断面はローレンツ方程式の 106

時間の時系列データにより得られたポアンカレ

断面と似ていることがわかる。このことから、

ローレンツ方程式の 106 時間の時系列データに

より得られたポアンカレ断面に比べて学習に用

いた 5000時間の時系列データにより得たポア

ンカレ断面は小さいにもかかわらず、得られた

学習モデルであっても機械学習時間発展モデル

から得られたポアンカレ断面はローレンツ方程

式の断面を十分に再現していることがわかる。

機械学習モデルの解析-密度分布. 本解析で

は r = 28 と r = 60 の二つの場合を調べる。

r = 60 付近では力学系は非双曲的であり、パ

ラメータの微小な変化により力学系の構造が大

きく変化しうる一方で、r = 28 付近では力学

系は双曲的で構造安定であり、そのような構造

変化は起こらないことが知られている。ここで

は機械学習時間発展モデルから得られた 106 時

間の密度分布と ローレンツ方程式の時間によ

り得られた 106 時間の密度分布、学習に用いた

5000時間の密度分布に対して、x変数の時系列

データの滞在時間密度分布を計算した (図 7)。

学習に用いた 5000時間の時系列データによ

り得た密度分布はローレンツ方程式の 106 時間

の時系列データにより得られた密度分布に比べ

て激しく振動していることが見て取れる。 他

方で、機械学習時間発展モデルから得られた密

度分布とローレンツ方程式の 106 時間の時系列

データにより得られた密度分布の差はかなり小

さいことが見て取れる。このことから、学習に
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図 6 Poincaré section-like plots (r =

28). The sets of points (x, z): along a

trajectory of the data-driven model using

reservoir computing and along a long tra-

jectory of the actual Lorenz system and

along a short trajectory used for the train-

ing data are plotted when |x − y| < 0.05.

The time lengths of the three trajectories

are T = 106, 106, and 5000, respectively.

用いた時系列データから得られた密度分布は時

間が短いために激しく振動しているにもかかわ

らず、機械学習時間発展モデルから得られた密

度分布はローレンツ方程式の断面を十分に再現

していることがわかる。特に、r = 60 の密度

分布は特異な構造があるが、この構造も機械学

習モデルは再現していることが見て取れる。

機械学習モデルの解析-不動点. ローレンツ

方程式には上で見たカオスアトラクタ以外に

不動点や周期軌道といった不変集合が存在す

る。例えば (x, y, z) = (0, 0, 0) は不動点であ

る。ローレンツ方程式には (x, y, z) = (0, 0, 0)

に加えて、他に 2つの不動点 (図 8の +のとこ

ろ)がある。学習により得た時間発展モデルの

不動点も + の近傍にあり、そこでの固有値も
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図 7 Density distributions of a vari-

able (r = 28 (top) and r = 60 (bottom)).

The density distribution of the x variable

calculated from a length T = 106 trajec-

tory of the data-driven model by reservoir

computing (Φres) is plotted together with

that computed from the length T = 106

long trajectory of the actual Lorenz sys-

tem (Φactual) and the length T = 5000

short trajectory (Φtraining) used as train-

ing data for constructing the data-driven

model. The difference in the distributions

are shown on the right.

近似できていることを確認した。

これらのことから、学習によって構成したモ

デルは学習に用いた時系列データには含まれな

い不動点をも再現することがわかった。このこ

とは機械学習分野における通説である「外部領

域の予測困難である」ということからは一見想

像し難い結果であるが、背後に存する力学系構

造の学習に成功したことによって不動点が再現

できたものと考えられる。

図 8 Fixed points. The three fixed

points (x∗, y∗, z∗) of the data-driven model

(top) and the corresponding unstable fixed

points of the actual Lorenz system (bot-

tom) are plotted together with the trajec-

tory points.

6 今年度の進捗状況と今後の展望

実施計画において次の２つの項目

A. マクロ経済変数の推定モデルの構成

B. 適切なバンドパスフィルターの構成

C. トイモデルを用いた学習の妥当性の評価

を予定していた。

項目 [A]については、予備的研究として、ま

ず、LSTM (Long short-term memory)と呼ば

れるリカレントニューラルネットワークを、ド

ル円為替レートなどいくつかの時系列データに

適用して予測を試みたが、高々 ARモデル等の

手法の予測力と大差がないことを確認し、[B]

の目的である経済変動における決定論的構造を

抽出することの重要性を確認した。

項目 [B]については、複数の経済時系列から

決定論的情報を取り出す試みを行った。経済変

数の時系列データは、短いタイムスケールは確

率的な要素が支配的であり、長いタイムスケー

ルは構造変化が支配的であると考えられ、その

間のタイムスケールに決定論的かつ回帰的なダ

イナミクスが潜んでいることが期待される。そ



こで、重要な経済変数である為替レートならび

に都道府県別鉱工業生産指数の分析をおこなっ

た。本研究では経済変数の時系列にみられる

決定論的構造を取り出すことが重要である。為

替レートの決定要因に購買力平価説 PPPがあ

る。本研究では、2国間の為替レートが両国の

物価水準に調整されていく構造が見られるタイ

ムスケールをスペクトル解析で見出し、3年か

ら 20 年くらいのタイムスケールに購買力平価

に起因する決定論的ふるまいが観察されること

をヒルベルト変換を用いた同期解析により確認

した。また、都道府県別鉱工業生産指数に関し

ては、半年から 7年程度のタイムスケールのダ

イナミクスに決定論的ふるまいが観察されるこ

とを確認した。これらの結果を論文 [a,b] とし

てまとめて査読付き国際誌に投稿した。

項目 [C] については、決定論的な時系列から

機械学習力学系モデルを構築し、それが時系列

の背後にあるどのような力学系構造まで再現し

うるかを明らかにした。本研究では、不動点、

周期点のような力学系の不変集合や、その安定

性、不安定性ならびに安定多様体、不安定多様

体といった各種力学系的性質が再現しうること

を示した。結果は、論文 [c] としてまとめて査

読付き国際誌に投稿した。

なお、論文 [a,b,c] はいずれもプレプリント

アーカイブにもアップロードしている。
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